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Αβστραχτ

∆ισαγγρεγατιον αρισεσ ωηεν βροαδ χατεγοριεσ λικε ηουσεηολδσ βυδγετ υνιτσ αρε δι−

ϖιδεδ ιντο ελεµενταρψ υνιτσ ασ ινδιϖιδυαλ ινχοµε ρεχιπιεντσ. Ωε στυδψ τηε πρεσερϖατιον

οφ στοχηαστιχ δοµινανχε φορ εϖερψ ορδερ βεψονδ τωο αφτερ δισαγγρεγατιον: Ιφ ωε οβσερϖε

α δοµινανχε ρελατιον αµονγ ηουσεηολδ ινχοµε διστριβυτιονσ, ιτ ισ αλσο τρυε ατ τηε ιν−

διϖιδυαλ λεϖελ. Ωε �νδ νεχεσσαρψ ανδ συ′χιεντ χονδιτιονσ σατισ�εδ βψ τηε χοµµον

σηαρινγ ρυλε αδοπτεδ βψ ηουσεηολδσ το διϖιδε τηε χακε αµονγ ινδιϖιδυαλσ. Τηε ∀σηαρινγ

φυνχτιον∀, ωηιχη µαπσ τηε ηουσεηολδ ινχοµε ιντο τηε ουτχοµε οφ τηε δισαδϖανταγεδ

ινδιϖιδυαλ, µυστ ηαϖε δεριϖατιϖεσ οφ τηε σαµε σιγν ασ τηε υτιλιτψ φυνχτιον χηαραχτεριζινγ

τηε στοχηαστιχ ορδερ οφ ιντερεστ. Ιν αδδιτιον, τηε ηουσεηολδ ηασ το φολλοω α χοµπεν−

σατινγ ρυλε, µεανινγ τηατ ατ τηε µαργιν τηε διστριβυτιον σηουλδ βε ιν φαϖουρ οφ τηε

δισαδϖανταγεδ ινδιϖιδυαλ.

Κεψ Ωορδσ: Σηαρινγ ρυλε, Στοχηαστιχ δοµινανχε, ∆ισαγγρεγατιον.
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�Τηισ παπερ ωασ πρεπαρεδ φορ τηε Χαεν Χονφερενχε ιν ηονουρ οφ Μαυριχε Σαλλεσ. Ωε τηανκ παρτιχιπαντσ

το τηε Χαεν Χονφερενχε, α σεµιναρ ατ ΧΕΡΣΕΜ (Παρισ−Σορβοννε) ανδ τηε ΓΡΑΣΣ µεετινγ ιν Παδοϖα φορ

υσεφυλ χοµµεντσ. Τηε υσυαλ δισχλαιµερ αππλιεσ.
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∀Αλλ ινεθυαλιτψ ισ α σουρχε οφ εϖιλ − τηε ινφεριορ λοσεσ µορε ιν τηε αχχουντ οφ

ηαππινεσσ τηαν τηε συπεριορ ισ γαινεδ∀

ϑ. Βεντηαµ,

Φιρστ Πρινχιπλε πρεπαρατορψ το Χονστιτυτιοναλ Χοδε, 1822.

1 Ιντροδυχτιον

Μαυριχε Σαλλεσ ισ κνοων φορ ηισ χονσταντ ανδ λονγ δεδιχατιον το τηε προβλεµ οφ αγγρεγατιον.

Ιν ϖερψ βροαδ τερµσ, αγγρεγατιον µεανσ εξτραχτινγ ινφορµατιον χοµινγ φροµ α σετ οφ ελε−

µεντσ το φορµ α χοηερεντ πιχτυρε οφ τηε ωηολε σετ, τηατ ισ γοινγ φροµ τηε ινδιϖιδυαλ σπηερε

το τηε γλοβαλ ονε. Ηερε, ωε φοχυσ ον τηε ρεϖερσε προβλεµ, τηατ ισ, ωε τρψ το ινφερ ινφορ−

µατιον ον τηε ινδιϖιδυαλ λεϖελ φροµ δατα οβταινεδ ατ τηε γλοβαλ λεϖελ. Τηισ δισαγγρεγατιον

ισσυε δοεσ νοτ σεεµ εασιερ τηαν τηε στανδαρδ αγγρεγατιον προβλεµ ανδ ωε ηαϖε το βε µορε

σπεχι�χ το µακε ιτ σολϖαβλε.

Ωε αρε ιντερεστεδ ιν στοχηαστιχ δοµινανχε ορδερινγσ ωηιχη αρε κνοων το βε ιµπορταντ

ιν ασσεσσινγ ρισκ σιτυατιονσ ορ χοινινγ ινεθυαλιτψ ανδ ωελφαρε ϕυδγµεντσ. Φορ ινστανχε τηε

Σεχονδ ορδερ Στοχηαστιχ ∆οµινανχε (ΣΣ∆) ινδυχεσ α παρτιαλ ορδερ αµονγ λοττεριεσ χονσιστεντ

ωιτη τηε χηοιχε οφ αλλ ρισκ−αϖερσε δεχισιον µακερσ. Ιν ινεθυαλιτψ µεασυρεµεντ, ΣΣ∆ ρανκσ

ινχοµε διστριβυτιονσ χονσιστεντλψ ωιτη ανψ ινεθυαλιτψ αϖερσε σοχιαλ ωελφαρε φυνχτιοναλ ανδ ιτ

ωασ σηοων το βε εθυιϖαλεντ το τηε Γενεραλιζεδ Λορενζ τεστ (Σηορροχκσ 1983).

Α νατυραλ προβλεµ οφ δισαγγρεγατιον ινϖολϖινγ στοχηαστιχ δοµινανχε ορδερινγσ οχχυρσ

ιν σεϖεραλ χοντεξτσ. Ουρ φαϖοριτε εξαµπλε ινϖολϖεσ φαµιλιεσ. Ιν µανψ χουντριεσ, ωε ηαϖε

ινφορµατιον αβουτ τηε εϖολυτιον οφ τηε ινεθυαλιτψ ατ τηε ηουσεηολδ λεϖελ ιν τερµσ οφ Λορενζ

χυρϖε στατεµεντσ. Λετ υσ συπποσε τηατ τηε Λορενζ χυρϖε ατ σοµε τερµιναλ περιοδ δοµινατεσ

ιτσ χουντερπαρτ ατ σοµε ινιτιαλ δατε. Τηε διστριβυτιον οφ ινχοµε αµονγ τηε µεµβερσ οφ α

ηουσεηολδ ισ γενεραλλψ υνοβσερϖεδ ανδ ισ πριϖατε ινφορµατιον ατ λεαστ ιν υσυαλ δατα σετσ.

Τηε θυεστιον τηατ χοµεσ ιν ισ τηεν ωηετηερ τηε κνοωλεδγε οφ α δοµινανχε ρελατιον ατ τηε
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αγγρεγατε λεϖελ, ηερε τηε ηουσεηολδ, ισ συ′χιεντ το δεδυχε τηε εξιστενχε οφ α δοµινανχε

ρελατιον ατ τηε ινδιϖιδυαλ λεϖελ. Ιφ ιτ ωασ τηε χασε ιν τηε παρτιχυλαρ εξαµπλε, ωε ωουλδ

βε αβλε το χονχλυδε τηατ τηε Γενεραλιζεδ Λορενζ χυρϖε οφ τηε ινχοµε διστριβυτιον αχροσσ

ινδιϖιδυαλσ ατ τηε τερµιναλ δατε δοµινατεσ ιτσ χουντερπαρτ ατ τηε ινιτιαλ δατε. Ιν οτηερ

ωορδσ, τηε δοµινανχε ρελατιον ατ τηε αγγρεγατεδ λεϖελ ωουλδ βε α συ′χιεντ στατιστιχσ οφ

τηε δοµινανχε ρελατιον ατ τηε ινδιϖιδυαλ λεϖελ. Ιφ βψ χηανχε ιτ ισ τηε χασε, ωε σαψ τηατ τηε

Γενεραλιζεδ Λορενζ ορδερινγ ισ πρεσερϖεδ τηρουγη δισαγγρεγατιον.

Τηε φολλοωινγ σεχτιονσ ωιλλ προϖιδε οτηερ εξαµπλεσ ωηερε συχη αν ισσυε οφ δισαγγρεγατιον

αρισεσ ιν ρισκ ορ ιντερτεµποραλ χον�γυρατιονσ. Το κεεπ ωιτη ινεθυαλιτψ ανδ ωελλ βεινγ στατε−

µεντσ, �σχαλ φεδεραλισµ προϖιδεσ ανοτηερ ινστρυχτιϖε εξαµπλε. Εαχη στατε /ρεγιον/χιτψ πλαψσ

τηε ρολε οφ αν ηουσεηολδ ανδ, τηισ τιµε, τηε ελεµενταρψ υνιτ ισ ρεπρεσεντεδ βψ τηε ηουσεηολδ.

Ιτ ισ χρυχιαλ τηατ σοµε ρεδιστριβυτιον τακεσ πλαχε ατ τηε στατε/ρεγιοναλ/χιτψ λεϖελ ωηιχη ισ

νοτ χοµπλετελψ κνοων βψ τηε φεδεραλ γοϖερνµεντ. Οτηερωισε τηε προβλεµ βεχοµεσ τριϖιαλ.

Ιν γενεραλ τερµσ, ουρ σεττινγ χονσιδερσ α σετ οφ αγεντσ γατηερεδ ιν συβσετσ ωηιχη χονστιτυτε

α παρτιτιον. Εαχη συβσετ χονστιτυτεσ α δεχισιον υνιτ ιν τερµσ οφ σηαρινγ ρεσουρχεσ. Ωηατ ισ

κνοων ισ τηε εϖολυτιον οφ ινεθυαλιτψ αµονγ συβσετσ. Ωηατ ισ υνκνοων ισ τηε εϖολυτιον οφ

ινεθυαλιτψ αµονγ αγεντσ.

Τηισ τψπε οφ προβλεµ ισ ρελατεδ το τηατ οφ δεχοµποσιτιον οφ ινεθυαλιτψ βψ ποπυλατιον

συβγρουπσ. Τηε ινεθυαλιτψ αµονγ ινδιϖιδυαλ υνιτσ αχχορδινγ το σοµε ωελλ−δε�νεδ ινεθυαλιτψ

ινδεξ ισ τηε συµ οφ α βετωεεν−γρουπ τερµ, α ωιτηιν−γρουπ τερµ ανδ σοµε ιντεραχτιον τερµ

(τηατ αππεαρσ ιφ τηε ινεθυαλιτψ ινδεξ δοεσ νοτ βελονγ το τηε εντροπψ χλασσ). Ωε εξπλορε ιν

τηισ παπερ υνδερ ωηιχη χονδιτιονσ τηε βετωεεν−γρουπ τερµ γοεσ αλονγ ωιτη τοταλ ινεθυαλιτψ.

Ιν τηισ χασε τηε ωιτηιν−γρουπ ανδ ιντεραχτιον τερµσ αρε νοτ γοινγ ιν τηε οπποσιτε διρεχτιον

οφ τηε βετωεεν−γρουπ τερµ ορ αρε νοτ συ′χιεντλψ στρονγ το χουντερβαλανχε ιτσ ωειγητ.

Πελυσο ανδ Τραννοψ (2007) ινϖεστιγατεδ τηισ κινδ οφ ισσυε φορ τηε πρεσερϖατιον οφ σεχ−

ονδ στοχηαστιχ δοµινανχε. Τηεψ φουνδ τηε χονδιτιον ον τηε χοµµον σηαρινγ ρυλε υσεδ
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βψ ηουσεηολδσ το διστριβυτε ρεσουρχεσ αµονγ ινδιϖιδυαλσ. Τηισ νεχεσσαρψ ανδ συ′χιεντ χον−

διτιον ισ τηατ τηε σηαρινγ ρυλε µυστ βε χονχαϖε, τηατ ισ, τηε µαργιναλ σηαρε οφ αδδιτιοναλ

ρεσουρχεσ δεϖοτεδ το τηε δισαδϖανταγεδ ινδιϖιδυαλ ιν τηε ηουσεηολδ µυστ βε δεχρεασινγ. Ιν

οτηερ ωορδσ, τηε δισαδϖανταγεδ ινδιϖιδυαλ ιν τηε ηουσεηολδ σηουλδ ρεχειϖε µορε ανδ µορε

ιν τηε µαργιν ωηεν τηε ηουσεηολδ βεχοµεσ ποορερ.

Τηισ αρτιχλε εξπλορεσ τηε χονδιτιονσ αλλοωινγ το πρεσερϖε τηε δοµινανχε ρελατιον ατ ηιγηερ

ορδερσ. Τηισ εξπλορατιον ισ ωορτη ιτ φορ ατ λεαστ τωο ρεασονσ. Φιρστ, ιτ ισ νατυραλ το ρε�νε

τηε ΣΣ∆ τεστ βψ ρεσορτινγ το ηιγηερ ορδερ στοχηαστιχ δοµινανχε ωηεν ιτ ρεϖεαλσ το βε ιν−

χονχλυσιϖε. Τηισ πραχτιχε ισ εσπεχιαλλψ υσεφυλ ιν ποϖερτψ µεασυρεµεντ φορ ιτσ ιντερπρετατιον

ιν τερµσ οφ ποϖερτψ ορδερινγσ ποιντεδ ουτ βψ Φοστερ ανδ Σηορροχκσ (1988). Σεχονδ, φροµ

α µερε τηεορετιχαλ περσπεχτιϖε, ιτ ισ ωελλ κνοων τηατ τηε σεχονδ ορδερ ρεπρεσεντσ α κινδ

οφ ∀λαστ φροντιερ∀ φορ τηε εθυιϖαλενχε βετωεεν στοχηαστιχ δοµινανχε ανδ ινϖερσε στοχηαστιχ

δοµινανχε (σεε Μυλιερε ανδ Σχαρσινι 1989). Ιτ ισ φαρ φροµ οβϖιουσ, ιν ϖιεω οφ τηεσε δι′χυλ−

τιεσ, τηατ τηε ρεσυλτ οβταινεδ φορ τηε σεχονδ ορδερ εξτενδσ το ηιγηερ ορδερσ. Τηε φολλοωινγ

χονϕεχτυρε ωασ τηε νατυραλ ιµπετυσ φορ τηε πρεσεντ στυδψ. Τηε ρεθυιρεµεντ οφ χονχαϖιτψ φορ

πρεσερϖινγ τηε σεχονδ ορδερ σεεµσ τηε στραιγητ εξτενσιον οφ τηε ρεθυιρεµεντ οφ µονοτονιχιτψ

φορ πρεσερϖινγ τηε �ρστ ορδερ. Ανδ τηεν χοµεσ ιν τηε ιντυιτιον τηατ ρεθυιρινγ τηε σηαρινγ

φυνχτιον ον τοπ οφ τηατ το βε πρυδεντ (ποσιτιϖε τηιρδ δεριϖατιϖε) ωιλλ προϖιδε τηε ριγητ χονδι−

τιον φορ πρεσερϖινγ τηε τηιρδ ορδερ. Τηισ παπερ προϖεσ τηατ τηισ χονϕεχτυρε ισ φαλσε. Φινδινγ

τηε χονδιτιονσ βεχοµε µορε ιντριχατε βεψονδ σεχονδ ορδερ. Το οϖερχοµε τηισ δι′χυλτψ ωε

ρεσορτ το τηε ∀Φα◊ δι Βρυνο φορµυλα∀1 ωηιχη εξπρεσσεσ τηε παρτιαλ δεριϖατιϖεσ οφ α χοµποσιτε

φυνχτιον ιν τερµσ οφ τηε παρτιαλ δεριϖατιϖεσ οφ τηε τωο ινιτιαλ φυνχτιονσ. Ωε αρε τηεν αβλε

το εξπρεσσ νεχεσσαρψ ανδ συ′χιεντ χονδιτιονσ αβλε το πρεσερϖε δοµινανχε ρελατιον τηρουγη

δισαγγρεγατιον ατ ανψ �νιτε ορδερ.

1Μαρθυισ Φρανχεσχο Φα◊ δι Βρυνο (1825−1888) ηαδ βεεν ο′χερ, Χαυχηψ�σ στυδεντ ιν Παρισ, τηεν πηιλ−

αντηροπιστ. Τηισ εξχελλεντ µατηεµατιχιεν βεχαµε σαιντ (βυτ νοτ φυλλ προφεσσορ) ιν Ιταλψ, α βιογραπηψ τηατ

χερταινλψ Μαυριχε ωιλλ βε φονδ οφ.
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Τηε παπερ ισ οργανιζεδ ασ φολλοωσ: Ιν τηε �ρστ σεχτιον ωε πρεσεντ τηε σετ υπ, τηε χονχεπτ

οφ τηε σηαρινγ ρυλε ανδ τηε ισσυε οφ πρεσερϖινγ α στοχηαστιχ ορδερ αφτερ δισαγγρεγατιον οφ τηε

ινχοµε διστριβυτιον. Ωε αλσο δισχυσσ τηε λαργε δοµαιν οφ αππλιχατιονσ. Πρεϖιουσ ρεσυλτσ ον

σεχονδ ορδερ στοχηαστιχ δοµινανχε δισαγγρεγατιον αρε ιλλυστρατεδ τηρουγη νεω αππλιχατιονσ.

Σεχτιον 3 ποιντσ ουτ τηε νατυρε οφ τηε δι′χυλτιεσ αρισινγ ωιτη τηε εξτενσιον οφ πρεϖιουσ

ρεσυλτσ το ηιγηερ ορδερ στοχηαστιχ δοµινανχε. Ιτ χονταινσ ουρ µαιν ρεσυλτ, ωηιχη ισ προϖεδ

τηανκσ το α λεµµα τηατ ηασ αν αυτονοµουσ ιντερεστ ιν ρισκ τηεορψ σινχε ιτ γιϖεσ τηε τρανσ−

φορµατιονσ πρεσερϖινγ στοχηαστιχ δοµινανχε ατ ανψ �νιτε ορδερ µ: Σεχτιον 4 χονχλυδεσ τηε

παπερ ωιτη σοµε ηιντσ φορ φυρτηερ εξτενσιονσ.

2 Τηε σετ υπ

Ωε πρεσεντ τηε πρεσερϖατιον οφ δοµινανχε ρελατιονσ τηρουγη δισαγγρεγατιον υσινγ τηε εξ−

αµπλε οφ α ποπυλατιον χοµποσεδ οφ ν χουπλεσ ηοµογενεουσ ιν αλλ βυτ ινχοµε, ινδεξεδ βψ

ι = 1; :::; ν, ωιτη ν � 2. Εαχη ηουσεηολδ ι ισ ενδοωεδ ωιτη τηε σαµε εξογενουσ ινχοµε κ

ανδ α ϖαριαβλε ινχοµε ψι. ∆ενοτινγ εν τηε υνιταρψ ϖεχτορ οφ διµενσιον ν, τηε φεασιβλε σετ

οφ ορδερεδ ηουσεηολδσ ινχοµεσ ισ

∆ν =
�

ψ+κεν2Ρ
ν
+ ϕ0 � ψ1 � ψ2::: � ψν

	

:

Λετ υ(ϕ) βε τηε ϕ−τη δεριϖατιϖε οφ α ρεαλ φυνχτιον υ; δι⁄ερεντιαβλε ασ τιµεσ ασ ρεθυιρεδ.

Ωε δεσιγνατε βψ Υϕ τηε χλασσ οφ αλλ ρεαλ φυνχτιονσ υ συχη τηατ (�1)
ϕυ(ϕ) < 0; 8ξ 2 Ρ:

Ωε ωιλλ σαψ τηατ ψ δοµινατεσ ψ0 αχχορδινγ το τηε ϕ−τη ορδερ στοχηαστιχ δοµινανχε, ανδ

ωε ωιλλ δενοτε ψ %ϕ ψ
0; ωηενεϖερ:

ν
Ξ

ι=1

υ(ψι) �

ν
Ξ

ι=1

υ (ψ0ι), φορ αλλ υ 2 Υϕ :

Φιρστ ορδερ στοχηαστιχ δοµινανχε %1 ρεθυιρεσ τηε υτιλιτψ το βε ινχρεασινγ, σεχονδ στοχηαστιχ

ορδερ %2 ασκσ φορ τηε υτιλιτψ φυνχτιον το βε ινχρεασινγ ανδ χονχαϖε, τηε τηιρδ στοχηαστιχ
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ορδερ %3 ασκσ ιν αδδιτιον το τηεσε τωο προπερτιεσ φορ τηε µαργιναλ υτιλιτψ το βε χονϖεξ

ανδ σο ον. Ιτ ισ ωελλ−κνοων τηατ �ρστ ανδ σεχονδ στοχηαστιχ δοµινανχε µαψ βε εξπρεσσεδ

τηρουγη ελεµενταρψ προπερτιεσ οφ τηε ινχοµε διστριβυτιονσ: ψ %1 ψ
0 ισ εθυιϖαλεντ το ψι � ψ

0

ι

φορ ι = 1; :::; ν, ωηιλε ΣΣ∆ ισ εθυιϖαλεντ το τηε Γενεραλιζεδ Λορενζ τεστ ποιντεδ ουτ βψ

Σηορροχκσ (1983): Σιµιλαρ ιντερπρετατιονσ χαννοτ βε προϖιδεδ φορ ηιγηερ ορδερ στοχηαστιχ

δοµινανχε (σεε Λε Βρετον ανδ Πελυσο 2009).

2.1 Τηε σηαρινγ φυνχτιον

Ωε ασσυµε τηατ εαχη χουπλε ισ χοµποσεδ οφ εθυαλλψ νεεδψ ινδιϖιδυαλσ, βυτ α ωεακ ινδιϖιδυαλ

ηασ αν ινιτιαλ ενδοωµεντ κω λοωερ ορ εθυαλ τηαν τηατ οφ ηισ στρονγ παρτνερ, δενοτεδ κσ:Ωε

ασσυµε τηατ τηεσε ινιτιαλ ενδοωµεντσ αρε εξογενουσ, ανδ τηατ κω+κσ = κ ισ χονσταντ αχροσσ

τηε ποπυλατιον. Τηεσε ινιτιαλ ενδοωµεντσ µαψ �γυρε ουτ τηε νετ ωορτη αχχυµυλατεδ βψ

εαχη ινδιϖιδυαλ βεφορε τηε υνιον. Εαχη χουπλε ι ποολσ τηε ρεσουρχεσ οριγινατεδ βψ αδδιτιοναλ

ινχοµεσ ιντο ψι ανδ τηεν φολλοωσ α ωελλ−δε�νεδ σηαρινγ ρυλε το σπλιτ τηισ αδδιτιοναλ ινχοµε

ιντο ω(ψι), τηε αµουντ ρεχειϖεδ βψ τηε ωεακ ινδιϖιδυαλ ανδ σ(ψι) = ψι�ω(ψι), τηε ρεµαινινγ

αµουντ οφ τηε στρονγ ινδιϖιδυαλ. Ιν ωηατ φολλοωσ, ωε ωιλλ φοχυσ ον σηαρινγ φυνχτιονσ τηατ

δο νοτ αλλοω χηανγεσ ιν τηε ρανκ βετωεεν ωεακ ανδ τηε στρονγ ινδιϖιδυαλσ ωιτηιν εαχη

ηουσεηολδ. Φορµαλλψ:

∆ε�νιτιον 1 Λετ Φ βε τηε σετ οφ χοντινυουσ σηαρινγ φυνχτιονσ ω : Ρ+ ! Ρ+ συχη τηατ:

ω(0) = 0

0 � ω0(ψ) � 1 φορ αλλ ψ 2 Ρ+

ω(ψ) + κω � σ(ψ) + κσ φορ αλλ ψ 2 Ρ+: (1)

Τηε τωο �ρστ ασσυµπτιονσ αρε τριϖιαλ, τηε τηιρδ ονε ιµποσεσ αν εξπλιχιτ υππερ βουνδ

ον τηε φυνχτιον ω, ωηιχη χαν βε ρεωριττεν ασ ω(ψ) � ψ
2 +

κσ�κω
2 φορ αλλ ψ 2 Ρ+: Αππλψινγ

τηεσε φυνχτιονσ το αλλ τηε ελεµεντσ οφ τηε ινιτιαλ ϖεχτορ ψ λεαδσ το δισαγγρεγατε ψ 2Ρν+
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ιντο τηε ϖεχτορσ ω(ψ) =(ω1; ::; ων) (ωεακ ινδιϖιδυαλσ) ανδ σ(ψ) =(σ1; :::; σϕ ; :::; σν) (στρονγ

ινδιϖιδυαλσ). Αδδινγ τηε ινιτιαλ ενδοωµεντσ ανδ ρανγινγ τηε ρεσυλτινγ ινδιϖιδυαλ ινχοµεσ

ιντο α υνιθυε ορδερεδ ϖεχτορ, ωε γετ ξ(ψ;κω; κσ) 2 ∆2ν.

2.2 Πρεσερϖινγ στοχηαστιχ δοµινανχε τηρουγη δισαγγρεγατιον

Πρεσερϖινγ α δοµινανχε ρελατιον τηρουγη δισαγγρεγατιον µεανσ το δεσιγν α σηαρινγ ρυλε

ω : Ρ+ ! Ρ+ συχη τηατ τηε δοµινανχε ρελατιον εσταβλισηεδ αµονγ τωο ινιτιαλ διστριβυτιονσ

ψ+κεν ανδ ψ
0+κεν οφ ∆ν ισ πρεσερϖεδ αµονγ τηε τωο χορρεσπονδινγ ινδιϖιδυαλ ινχοµε

διστριβυτιονσ ξ(ψ;κω; κσ) ανδ ξ(ψ
0;κω; κσ) οφ ∆2ν: Πελυσο ανδ Τραννοψ (2007, 2009α ) σολϖεδ

τηε προβλεµ ιν τηε χασε κ = 0. Τηειρ µαιν ρεσυλτ ισ τηατ ωηενεϖερ τηε σηαρινγ φυνχτιον ω

ισ ασσυµεδ το βε ιδεντιχαλ αµονγ αλλ ηουσεηολδσ, �ρστ ανδ σεχονδ στοχηαστιχ δοµινανχε αρε

πρεσερϖεδ φροµ ηουσεηολδσ το ινδιϖιδυαλσ ιφ ανδ ονλψ ιφ τηε σηαρινγ φυνχτιον ω ηασ δεριϖατιϖεσ

οφ τηε σαµε σιγν ασ τηε υτιλιτψ φυνχτιον χηαραχτεριζινγ τηε στοχηαστιχ ορδερ οφ ιντερεστ. Ωε

προϖιδε βελοω τηε εασψ γενεραλιζατιον οφ τηισ τηεορεµ ιν τηε χασε ωιτη 0 < κω < κσ. Ωε

αλσο γιϖε α νεω προοφ οφ τηε συ′χιενχψ παρτ τηατ ωιλλ βε υσεφυλ το ιντροδυχε λατερ τηε γενεραλ

χασε.

Τηεορεµ 1 (Πελυσο ανδ Τραννοψ 2007, 2009α)

α) ω 2 Φ∴Υ1 ()
�

ψ+κεν%1 ψ
0+κεν =) ξ(ψ;κω; κσ) %1 ξ(ψ

0;κω; κσ); φορ αλλ ψ;ψ
0 2 ∆ν

�

β) ω 2 Φ∴Υ2 ()
�

ψ+κεν%2 ψ
0+κεν =) ξ(ψ;κω; κσ) %2 ξ(ψ

0;κω; κσ); φορ αλλ ψ;ψ
0 2 ∆ν

�

:

Προοφ. Λετ ω βε ινχρεασινγ ανδ χονχαϖε ανδ ασσυµε ψ %2ψ
0. Ωε ωιλλ προϖε τηατ υνδερ αν

ινχρεασινγ ανδ χονχαϖε σηαρινγ φυνχτιον

ν
Ξ

ι=1

[υ(ω(ψι) + κω) + υ(σ(ψι) + κσ)] �
ν
Ξ

ι=1

�

υ(ω(ψ0ι) + κω) + υ(σ(ψ
0

ι) + κσ)
�

ισ ινχρεασινγ ανδ χονχαϖε φορ αλλ ινχρεασινγ ανδ χονχαϖε υ, ωηιχη ισ εθυιϖαλεντ το ξ(ψ;κω; κσ) %2

ξ(ψ0;κω; κσ): Ωε διϖιδε τηε προοφ ιντο τωο στεπσ.

Στεπ 1 Φορ α γιϖεν ινδιϖιδυαλ υτιλιτψ φυνχτιον υ, λετ ςυ βε τηε φυνχτιον δε�νεδ βψ
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ςυ(ψ + κ) = υ(ω(ψ) + κω) + υ(σ(ψ) + κσ): (2)

Υνδερ ουρ ασσυµπτιονσ, ωε σηοω τηατ ς 0υ(ψ + κ) > 0 ανδ ς
00

υ (ψ + κ) < 0; 8ψ � 0:

ς 0υ(ψ + κ) = υ0(ω(ψ) + κω)ω
0(ψ) + υ0(σ(ψι) + κσ)σ

0(ψ): Τηισ εξπρεσσιον ισ ποσιτιϖε ανδ

ιµµεδιατελψ γυαραντεεσ τηε πρεσερϖατιον οφ ΦΣ∆.

ς 00υ (ψ + κ) = υ00(ω(ψ) + κω) (ω
0(ψ))2 + υ0(ω(ψ) + κω)ω

00(ψ) + υ00(σ(ψι) + κσ) (σ
0(ψ))2 +

υ0(σ(ψι) + κσ)σ
00(ψ): Υσινγ τηε φαχτ τηατ ω00(ψ) = �σ00(ψ) 8ψ � 0; ωε γετ

ς 00υ (ψ; κ) = ω
00(ψ)

�

υ0(ω(ψ) + κω)� υ
0(σ(ψι) + κσ)

�

+υ00(ω(ψ)+κω)
�

ω0(ψ)
�2
+υ00(σ(ψι)+κσ)

�

σ0(ψ)
�2
:

Τηε χονχαϖιτψ οφ υ ινσυρεσ α νεγατιϖε σιγν φορ τηισ εξπρεσσιον.

Στεπ 2 Φροµ ψ+κεν%2 ψ
0+κεν; ωε γετ

ν
Ξ

ι=1

ςυ(ψι + κ) �

ν
Ξ

ι=1

ςυ(ψ
0

ι + κ)

σινχε ςυ ισ ινχρεασινγ ανδ χονχαϖε ανδ τηερεφορε

ν
Ξ

ι=1

[υ(ω(ψ) + κω) + υ(σ(ψι) + κσ)] �

ν
Ξ

ι=1

�

υ(ω(ψ0) + κω) + υ(σ(ψ
0

ι) + κσ)
�

:

Τηε ρεασονινγ ισ ϖαλιδ φορ αλλ ινχρεασινγ ανδ χονχαϖε υ, ωηιχη ιµπλιεσ ξ(ψ;κω; κσ)%2ξ(ψ
0;κω; κσ)

ανδ τηε τηεορεµ ισ προϖεδ.

Α χονχαϖε σηαρινγ φυνχτιον αλωαψσ γυαραντεεσ τηατ α προγρεσσιϖε τρανσφερ βετωεεν ηουσε−

ηολδσ προϖιδεσ α �δουβλε διϖιδενδ� ον σοχιαλ ωελφαρε ϖαλυεδ ατ τηε ινδιϖιδυαλ λεϖελ: α τρανσφερ

φροµ α ριχηερ φαµιλψ το α ποορερ ονε αλσο ρεπρεσεντσ α τρανσφερ φροµ α λεσσ εγαλιταριαν ηουσε−

ηολδ το α µορε εγαλιταριαν ονε ασ ωελλ. Τηισ σιτυατιον ισ ιλλυστρατεδ ιν Πανελ α οφ Φιγυρε 1,

βορροωεδ φροµ Πελυσο ανδ Τραννοψ (2007). Τηρεε εσσεντιαλ προπερτιεσ οφ ω ανδ σ εµεργε

φροµ τηισ πιχτυρε, ωηερε κ = 0:

ι) ω(ψ) � σ(ψ) 8ψ 2 Ρ+ βψ ασσυµπτιον.

ιι) ω0(ψ) ισ ρεθυιρεδ το βε δεχρεασινγ βψ τηε τηεορεµ.
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ιιι) ω0(ψ) � σ0(ψ) 8ψ 2 Ρ+. Τηισ ισ α χονσεθυενχε οφ ι), ιι) ανδ οφ τηε σπεχι�χ ασσυµπτιον

κ = 0.

Ινσπεχτινγ τηε προοφ αβοϖε, ιτ εµεργεσ τηατ ιιι) ισ νοτ εσσεντιαλ το γετ τηε ρεσυλτ. Μορεοϖερ

ιτ ιµποσεσ α στρονγ χονστραιντ ον τηε εχονοµιχ ιντερπρετατιον οφ τηε ρεσυλτ. Το ιλλυστρατε

τηισ ποιντ, λετ υσ χονσιδερ τηε σιτυατιον δεπιχτεδ ιν Πανελ β οφ Φιγυρε 1, ωηερε τηε ηουσεηολδ

ισ ενδοωεδ ωιτη τηε ∀νετ ωορτη∀ κ. Τηεορεµ 1 ανδ προπερτιεσ ι) ανδ ιι) ινδιχατεδ αβοϖε

ηολδ ιν τωο δι⁄ερεντ χασεσ. Τηε �ρστ ονε, ιλλυστρατεδ βψ τηε δασηεδ λινεσ, ρεπρεσεντινγ

αν ιντρα−ηουσεηολδ βεηαϖιορ µορε ανδ µορε υνεθυαλ βοτη ιν ρελατιϖε ανδ µαργιναλ τερµσ

ωηεν ψ ρισεσ. Τηισ ισ αν εασψ εξτενσιον οφ τηε σιτυατιον δεπιχτεδ ιν Φιγυρε 1−α. Ιτ ισ

µορε ιντερεστινγ το εξαµινε τηε χασε ρεπρεσεντεδ βψ τηε σολιδ λινεσ ιν Φιγυρε 1−β. Εϖεν ιφ

προπερτιεσ ι) ανδ ιι), αρε στιλλ σατισ�εδ, ωε γετ ω0(ψ) � σ0(ψ) 8ψ 2 Ρ+: Τηισ χασε ισ περφεχτλψ

ιν λινε ωιτη τηε πρεσερϖατιον χονδιτιονσ στατεδ ιν Τηεορεµ 1, βυτ ιτ δεγενερατεσ ιντο τηε

περφεχτλψ εγαλιταριαν σηαρινγ ρυλε ιφ τηε ρεσυλτ ισ ρεθυιρεδ φορ αλλ κ � 0; τηατ ισ οϖερ τηε

δοµαιν ρεταινεδ βψ Πελυσο ανδ Τραννοψ (2007). Κεεπινγ α στριχτλψ ποσιτιϖε κ, ωε αλλοω τηε

ιντερεστινγ χασε οφ ηουσεηολδσ µορε ανδ µορε υνεθυαλ ατ τηε µαργιν, βυτ νοτ ιν ρελατιϖε

ορ αβσολυτε τερµσ. Εϖεν ιφ τηε σηαρινγ ρυλε ισ χονχαϖε (χονσιστεντλψ ωιτη Τηεορεµ 1), τηε

ινιτιαλ ιντρα−ηουσεηολδ ινεθυαλιτψ δεχρεασεσ ωιτη ψ βοτη ιν αβσολυτε ανδ ρελατιϖε τερµσ.

y1 y2 -ǻ y2y1+ǻ

a- Concave sharing function

y

y, w, s

y/2

s

w

k

k/2

b- Concave sharing functions with an initial

endowment.

 y

y, s, w

2k y+

s

w

  k+y
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Ιν τηε φολλοωινγ σεχτιον, ωε σηοω τηατ τηε χασεσ ιλλυστρατεδ ιν τηε αβοϖε �γυρε βεηαϖε

ιν α δι⁄ερεντ ωαψ ιν πρεσερϖινγ δοµινανχε ρελατιονσ βεψονδ τηε ορδερ τωο.

Τηε ρεσυλτ χαν βε εξτενδεδ ιντο τωο διρεχτιονσ. Φιρστ ωε χαν ρελαξ τηε ασσυµπτιον τηατ

τηε ενδοωµεντ ισ τηε σαµε φορ αλλ ηουσεηολδσ.

Χορολλαρψ 1 Ασσυµε τηατ ηουσεηολδσ αρε ινχρεασινγλψ ρανκεδ αχχορδινγ το τηειρ ενδοω−

µεντσ. κ1 � κ2::: � κν ανδ τηατ τηε ωεακ ινδιϖιδυαλ ισ αλλ τηε µορε ωελλ τρεατεδ τηαν τηε

ηουσεηολδ ηασ α ηιγη ενδοωµεντ, τηατ ισ κω=κσ ισ ινχρεασινγ ιν κ: Τηεν

ω 2 Υ2 ∴ Φ ()

2

6

4

ψ + κ %2 ψ
0+κ =) ξ(ψ;κω;κσ) %2 ξ(ψ

0;κω;κσ) συχη τηατ

κι+1 � κι+1 , ψι+1 � ψι+1 , ψ0ι+1 � ψ
0

ι+1

3

7

5
:

Ωε χαν χοπε ωιτη τηε ηετερογενειτψ οφ ενδοωµεντσ, προϖιδεδ τηατ τηε διστριβυτιον

οφ ινχοµε ανδ ενδοωµεντ αρε χοµονοτονε ανδ τηατ τηε ενδοωµεντσ αρε λεσσ υνεθυαλλψ

διστριβυτεδ ιν ριχη ηουσεηολδσ.

Τηε πρεσερϖατιον οφ τηε ρελατιϖε Λορενζ τεστ χαν αλσο βε οβταινεδ ασ α χορολλαρψ οφ τηε

τηεορεµ βυτ ωε ηαϖε το διστινγυιση τηε χοµπενσατιον χασε φροµ τηε δισχριµινατιον ονε.2

∆ε�νιτιον 2 Τηε δισχριµινατινγ χασε. Λετ Φδ � Φ βε τηε σετ οφ σηαρινγ φυνχτιονσ ωιτη

0 � ω0(ψ) � 1
2 φορ αλλ ψ, τηατ ισ τηε ποορ αλωαψσ ρεχειϖεσ λεσσ τηαν τηαν τηε ριχη ατ τηε

µαργιν.

∆ε�νιτιον 3 Τηε χοµπενσατινγ χασε. Λετ Φχ βε τηε σετ οφ χοντινυουσ σηαρινγ φυνχτιονσ

ωιτη 1
2 � ω

0(ψ) � 1; τηατ ισ τηε ποορ αλωαψσ ρεχειϖεσ µορε τηαν τηε ριχη ατ τηε µαργιν.

Ιν τηε �ρστ χασε, τηε δοµιναντ διστριβυτιον µυστ ηαϖε α λοωερ µεαν το πρεσερϖε τηε

ρελατιϖε Λορενζ ορδερινγ, ιν τηε σεχονδ χασε α ηιγηερ µεαν. Μορε πρεχισελψ ωε γετ τηε

φολλοωινγ εξτενσιον.

Χορολλαρψ 2 ω 2 Υ2 ∴ Φδ ιφ ανδ ονλψ ιφ

2Ωε ρεχαλλ τηατ τηε ρελατιϖε Λορενζ χριτεριον %ΡΛισ εθυιϖαλεντ το ΣΣ∆ αππλιεδ το τηε ινχοµε ϖεχτορσ

διϖιδεδ βψ τηε µεαν οφ τηε διστριβυτιον.
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�

ψ + κ %ΡΛ ψ
0+κ =) ξ(ψ;κω;κσ)%ΡΛ ξ(ψ

0;κω;κσ); φορ αλλ ψ;ψ
0 2 ∆ν ωιτη �ψ � �ψ0

�

Χορολλαρψ 3 ω 2 Υ2 ∴ Φχ ιφ ανδ ονλψ ιφ

�

ψ + κ %ΡΛ ψ
0+κ =) ξ(ψ;κω;κσ)%ΡΛ ξ(ψ

0;κω;κσ); φορ αλλ ψ;ψ
0 2 ∆νωιτη �ψ � �ψ0

�

:

:

2.3 Φυρτηερ αππλιχατιονσ το δεχισιον µακινγ

Σεϖεραλ ιντερπρετατιονσ οφ τηε µοδελ ανδ ρεσυλτσ χαν βε ο⁄ερεδ ιν αδδιτιον το τηοσε αλρεαδψ

προϖιδεδ. Τηε τωο µορε ρελεϖαντ χασεσ τηατ χοµε ιν µινδ αρε τηοσε οφ ινδιϖιδυαλ χηοιχε

υνδερ ρισκ ανδ ιντερτεµποραλ χονσυµπτιον χηοιχε.

Ρισκ χον�γυρατιον

Λετ ψ ανδ ψ0 ρεπρεσεντ α λιστ οφ ουτχοµεσ αϖαιλαβλε ιν δι⁄ερεντ στατεσ οφ τηε ωορλδ. Τηε

προβλεµ οφ ινχοµε δισαγγρεγατιον χαν βε εασιλψ τρανσλατεδ ιντο τηατ οφ ρεπλαχινγ εαχη οφ

τηεσε ουτχοµεσ ψι βψ α λοττερψ Ξι συχη τηατ Ε(Ξι) = ψι ανδ τακινγ τωο ποσσιβλε ϖαλυεσ,

ασσοχιατεδ το τωο φυρτηερ στατεσ οφ τηε ωορλδ: τηε ∀βαδ στατε∀ ω(ψι) ανδ τηε ∀γοοδ στατε∀

σ(ψι): Ουρ ρεσυλτσ γιϖεσ υσ τηε χονδιτιον το βε σατισ�εδ φορ στοχηαστιχ δοµινανχε οφ ψ οϖερ

ψ0 το βε πρεσερϖεδ αφτερ ιντροδυχινγ τηισ νεω ρισκ. Τηε ϖαλυεσ τακεν βψ τηε βαδ ρισκ ω µυστ

βε χονχαϖε ωιτη ρεσπεχτ το τηε εξπεχτεδ ϖαλυε ψ: Ιτ ιµπλιεσ τηατ τηε ϖαριανχε οφ τηισ νεω

ρισκ ισ ποσιτιϖελψ χορρελατεδ ωιτη τηε εξπεχτεδ ουτχοµε, βυτ ιτ ισ νοτ συ′χιεντ. Νοτιχε τηατ

τηε ρεσυλτ δοεσ νοτ δεπενδ ον τηε προβαβιλιτψ ασσοχιατεδ το εαχη νεω στατε οφ τηε ωορλδ.

Ανψ οτηερ χασε ωηερε α λιστ οφ χερταιν ουτχοµεσ ισ ρεπλαχεδ βψ α λιστ οφ ελεµενταρψ λοττεριεσ

ωιτη α ∀γοοδ∀ ανδ α∀βαδ∀ ουτχοµε χαν βε τρεατεδ ιν α σιµιλαρ ωαψ. Α λεσσ ιµµεδιατε

αππλιχατιον αρισεσ ιν τηε χασε οφ ιντερτεµποραλ χηοιχε.

Λιφε−χψχλε µοδελ

Τηε µοδελ �τσ ιν ωιτη τηε λιφε−χψχλε προβλεµ οφ α γενερατιον οφ ν ινδιϖιδυαλσ λιϖινγ

τωο περιοδσ 1; 2. Λετ ψ βε τηε ωεαλτη ϖεχτορ ρεχειϖεδ ιν τηε �ρστ περιοδ. Τηε ινδιϖιδυαλ
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χαν αλλοχατε ηερ ωεαλτη το χονσυµπτιον αχροσσ τηε τωο περιοδσ. Λετ υσ αλσο ιντροδυχε τωο

φυρτηερ ενδοωµεντσ ρεχειϖεδ ιν εαχη περιοδ, κ1 ανδ κ2, ωιτη κ1 � κ2; ωηιχη χαννοτ βε

µοϖεδ φροµ α περιοδ το ανοτηερ ανδ αρε εθυαλλψ διστριβυτεδ αχροσσ πεοπλε. Ωε χαν τηινκ

οφ εαρνινγ χαπαχιτιεσ ωηιχη αρε ρελατεδ το ηουρσ οφ ωορκ. Τηε αγεντ ωισηεσ το σµοοτη

χονσυµπτιον οϖερ τηε τωο περιοδσ, δενοτεδ ξ1 ανδ ξ2: Σηε ηασ αν ιντερτεµποραλ σεπαραβλε

υτιλιτψ φυνχτιον, ωηερε τηε συβϕεχτιϖε δισχουντ υτιλιτψ φαχτορ ισ � < 1: Α ρισκ−φρεε ασσετ βρινγσ

αν ιντερεστ ρ: Τηε ρεσυλτινγ µαξιµιζατιον προγραµ ισ:

µαξ
ξ1;ξ2

ϖ(κ1 + ξ1) + �ϖ(κ2 + ξ2)

σ.τ. ξ1 +
1

1 + ρ
ξ2 = ψ

Φροµ τηε �ρστ ορδερ χονδιτιονσ οφ τηε αβοϖε προγραµ, ιτ φολλοωσ τηατ

ϖ0(κ1+ξ�1)
ϖ0(κ2+ξ�2)

=
�

(1 + ρ)
:

Ωε ιµποσε τηατ τηε συβϕεχτιϖε δισχουντ φαχτορ � ισ ηιγηερ τηαν τηε µαρκετ δισχουντ φαχτορ

1
(1+ρ) , ωηιχη ενσυρεσ α λοωερ χονσυµπτιον ιν τηε �ρστ περιοδ. Ιν τηισ φραµεωορκ, α χον−

χαϖε χονσυµπτιον φυνχτιον αλλοωσ το πρεσερϖε α ΣΣ∆ ρελατιον βετωεεν ψ ανδ ψ0 (ωεαλτη

διστριβυτιονσ) το ξ(ψ;κ1; κ2) ανδ ξ(ψ
0;κ1; κ2) (σναπσηοτ χονσυµπτιον διστριβυτιονσ).

3

Ωε νοω δισχυσσ τηε χασε οφ στοχηαστιχ δοµινανχε οφ ανψ �νιτε ορδερ µ.

3 Ρεσυλτ βεψονδ ορδερ τωο

Ιφ ωε τρψ το εξτενδ τηε συ′χιενχψ χονδιτιον οφ Τηεορεµ 1 ιν τηε χασε οφ τηιρδ−δεγρεε στο−

χηαστιχ δοµινανχε α δι′χυλτψ αρισεσ: λετ υσ χονσιδερ τηε φυνχτιον ς ιντροδυχεδ ιν εξπρεσσιον

3Τηε ρεαδερ χαν ρεφερ το Πελυσο ανδ Τραννοψ (2009β) φορ φυρτηερ αππλιχατιονσ οφ τηισ σιµπλε µοδελ ιν

ινδιϖιδυαλ ανδ γρουπ δεχισιον µακινγ.
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(2) αβοϖε. Ιτσ τηιρδ δεριϖατιϖε, υσινγ ω00 = �σ00 ανδ ω000 = �σ000, χαν βε ωριττεν ασ:

ς 000(ψ) = υ000(ω(ψ) + κω)
�

ω0(ψ)
�3
+ υ000(σ(ψ) + κσ)

�

σ0(ψ)
�3
+

3ω00(ψ)
�

υ00(ω(ψ) + κω)ω
0(ψ)� υ00(σ(ψ) + κσ)σ

0(ψ)
�

+

ω000(ψ)
�

υ0(ω(ψ) + κω)� υ
0(σ(ψ) + κσ)

�

:

Ιτ ισ χλεαρ τηατ ιφ ω0(ψ) > σ0(ψ) (Χοµπενσατινγ χασε) τηεν ς 000(ψ) ισ ποσιτιϖε, ωηιλε ιν

τηε οπποσιτε χασε ωε χαννοτ εξχλυδε

υ00(ω(ψ) + κω)ω
0(ψ)� υ00(σ(ψ) + κσ)σ

0(ψ) > 0

ανδ τηε σιγν οφ ς 000υ (ψ) ωιλλ δεπενδ ιν γενεραλ ον τηε σπεχι�χατιον οφ υ ανδ ω. Τηισ εξαµπλε

ηιντσ ατ τηε χοµπενσατιον χασε. Τηε σαµε γενεραλ χουντερ−εξαµπλε χαν βε δεριϖεδ φορ

ηιγηερ ορδερ δεριϖατιϖεσ οφ ς . Τηε φολλοωινγ τηεορεµ σηοωσ τηατ τηε χοµπενσατινγ σηαρινγ

φυνχτιονσ αρε τηε ρελεϖαντ χλασσ.

Τηεορεµ 2 Φορ ανψ �νιτε µ � 3;

ω 2 Υµ ∴ Φχ () ψ+κεν %µ ψ0+κεν =) ξ(ψ;κω; κσ) %µ ξ(ψ0;κω; κσ); φορ αλλ

ψ;ψ0 2 ∆ν

Τηισ τηεορεµ ισ προϖεδ τηρουγη τωο λεµµα βασεδ ον τηε Φα◊ δι Βρυνο φορµυλα (σεε

ϑοηνσον 2002).

Φα◊ δι Βρυνο φορµυλα Ιφ φ ανδ γ αρε Χµ−ρεαλ φυνχτιονσ, τηεν

δµ

δξµ
γ(φ(τ)) =

Ξ

β2Β

µ!

β1!β2!::βµ!
γ(σβ)(φ(τ))

 

φ (1)(τ)

1!

!β1
 

φ (2)(τ)

2!

!β2

::::

 

φ (µ)(τ)

µ!

!βµ

(3)

ωηερε βι 2 Ν
+ φορ ι = 1; :;µ;

Β =

(

β � Νµ+ϕ

µ
Ξ

ι=1

ιβι = µ

)

ανδ σβ =

µ
Ξ

ι=1

βι:
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Υσινγ τηισ φορµυλα ωε προϖε τηε φολλοωινγ.

Λεµµα 1 Ιφ φ ανδ γ βελονγ το Υµ, τηεν η = γ(φ(τ)) βελονγσ το Υµ:

Προοφ. Σταρτινγ φροµ (3), ωε δεχοµποσε σβ ιντο τηε συµ οφ ιτσ οδδ ανδ εϖεν ελεµεντσ;

σβ = σβε + σβο:

Χλαιµ: Ιφ µ =
Πµ
ι=1 ιβι ισ εϖεν, τηεν σβο ισ εϖεν. Ωε χονσιδερ τηε χασε ωηερε τηε συµ

συχη τηατ ι ανδ βι αρε οδδ σινχε ιφ ειτηερ ι ορ βι ισ εϖεν, τηειρ προδυχτ ισ εϖεν ανδ ιτ χαν βε

συβτραχτεδ φροµ µ ωιτηουτ χηανγινγ ιτσ παριτψ. Υσινγ τηε Αβελ δεχοµποσιτιον, ωε οβταιν

Ξ

ι2Ο

ιβι = �2

µ�1
Ξ

η=1

η
Ξ

ϕ=1

βϕ + (µ� 1)σβ0:

Φορ τηε ΛΗΣ το βε εϖεν, ωε νεεδ σβ0 το βε εϖεν. Σιµιλαρλψ ωε χαν προϖε τηατ ιφµ =
Πµ
ι=1 ιβι

ισ οδδ, τηεν σβο ισ οδδ.

Νοω ωε σηοω τηατ εαχη τερµ οφ τηε συµ (3) χορρεσπονδινγ το α σπεχι�χ β ηασ τηε σαµε

σιγν ασ τηε σιγν οφ τηε µτη δεριϖατιϖε οφ τηε φυνχτιονσ οφ τηε χλασσ Υµ.

Χασε 1:µ εϖεν. Τηεν ωε ηαϖε το προϖε η(µ) < 0: Ωε δο νοτ κνοω τηε παριτψ οφ σβ.

Λετ υσ συπποσε �ρστ τηατ σβ ισ εϖεν. Τηεν γ
(σβ) < 0: Τηεν ωε νεεδ

�

φ 0(τ)

1!

�β1
�

φ 00(τ)

2!

�β2

::::

 

φ (µ)(τ)

µ!

!βµ

> 0:

Ιν τηισ προδυχτ, ωε διϖιδε τηε ελεµεντσ φορ ωηιχη βι ισ εϖεν φροµ τηε ρεµαινινγ. Ινδεεδ,

τηε οδδ βι αρε ασσοχιατεδ ωιτη ποσιτιϖε δεριϖατιϖεσ. Τηε σιγν οφ τηε προδυχτ οφ νεγατιϖε

δεριϖατιϖεσ δεπενδσ ον τηε παριτψ οφ τηε συµ οφ εϖεν βι. Βψ τηε χλαιµ ωε κνοω τηατ σβ0 ισ

εϖεν τοο. Τηεν φροµ σβ = σβε + σβο ωε δεδυχε τηατ σβε µυστ βε εϖεν ορ εθυαλ το ζερο ανδ

τηε προοφ ισ δονε φορ τηισ χον�γυρατιον, σινχε α νεγατιϖε νυµβερ ποωερεδ το α εϖεν νυµβερ

ισ ποσιτιϖε.

Λετ υσ χονσιδερ τηε συβχασε ωηερε σβ ισ οδδ. Τηεν γ
(σβ) > 0: Τηεν ωε νεεδ

�

φ 0(τ)

1!

�β1
�

φ 00(τ)

2!

�β2

::::

 

φ (µ)(τ)

µ!

!βµ

< 0:

14



Βψ τηε σαµε αργυµεντ, ωε φοχυσ ον τηε εϖεν βι: Βψ τηε χλαιµ ωε κνοω τηατ σβ0 ισ εϖεν, φροµ

σβ = σβε + σβο ωε δεδυχε τηατ σβ0 µυστ βε οδδ ανδ τηε προοφ οφ χασε 1 ισ νοω χοµπλετε.

Χασε 2:µ εϖεν χαν βε προϖεδ αλονγ τηε σαµε λινεσ.

Τηε πρεϖιουσ λεµµα ηασ α γενεραλ ιντερεστ ιν ρισκ ανδ στοχηαστιχ δοµινανχε τηεορψ.

Ιτ πινσ δοων τηε κινδ οφ τρανσφορµατιον τηατ πρεσερϖεσ στοχηαστιχ δοµινανχε ατ ανψ �νιτε

ορδερ. Ωε υσε ιτ το προϖε α φυρτηερ λεµµα, ωηιχη ιµµεδιατελψ δεµονστρατεσ τηε συ′χιενχψ

παρτ οφ Τηεορεµ 2. Νεχεσσιτψ οφ τηεορεµ φορ µ = 3 ισ αλρεαδψ προϖιδεδ βψ τηε αβοϖε

εξαµπλε. Τηε ωριτινγ οφ τηε νεχεσσιτψ παρτ ιν τηε γενεραλ χασε ισ τεδιουσ ανδ ηενχε αϖοιδεδ.

Λεµµα 2 Λετ υ 2 Υµ ανδ ω 2 Υµ ∴ Φχ .

Τηεν τηε φυνχτιον ς (ξ) = υ(ω(ψ) + κω) + υ(σ(ψ) + κσ) βελονγσ το Υµ:

Προοφ. Βψ δε�νιτιον οφ σ ωε γετ:

σ(ι)(ψ)� ω(ι)(ψ) = 0 φορ ι = 2; ::µ: (4)

ανδ ιτ ισ αλσο τρυε τηατ

(�1)ρ
η

υ(ρ)(ω(ψ) + κω)� υ
(ρ)(σ(ψ) + κσ)

ι

� 0; φορ ρ = 0; ::;µ: (5)

Ινδεεδ, συπποσε τηατ ρ ισ οδδ. Τηεν υ(ρ) > 0 Τηεν βοτη υ(ρ)(ω(ψ)+ κω)ανδ υ
(ρ)(σ(ψ)+

κσ) > 0 Τηεν βεχαυσε οφ (1) ανδ υ(ρ+1) < 0: τηεν

η

υ(ρ)(ω(ψ) + κω)� υ
(ρ)(σ(ψ) + κσ)

ι

> 0

ανδ ωε γοτ τηε φορµυλα (5).

Τηε προοφ ισ σιµιλαρ φορ ρ εϖεν.

Υσινγ (3) ωε γετ:

ς (µ)(τ) =
Ξ

β2Β

µ!

β1!::βµ!
υ(κ)(ω(τ))

�

ω0(τ)

1!

�β1

:::

 

ω(µ)(τ)

µ!

!βµ

+ (6)

Ξ

β2Β

µ!

β1!::βµ!
υ(κ)(σ(τ))

�

σ0(τ)

1!

�β1

:::

 

σ(µ)(τ)

µ!

!βµ
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Ασ σηοων φορ τηε τηιρδ στοχηαστιχ δοµινανχε χασε, τηε δι′χυλτψ χοµεσ φροµ τηε τερµσ

ινϖολϖινγ τηε µαργιναλ υτιλιτψ οφ ινχοµε. Ιτ ωιλλ βε υσεφυλ το σεπαρατε τηε συµ
Π

δε�νεδ ιν

(3) (τηατ ισ οϖερ αλλ β 2Β) ιντο τωο τερµσ: τηε �ρστ ονε, δενοτεδ
Π

Β1Ε
χονταινσ αλλ τηε τερµσ

ωιτη β1 εϖεν ορ εθυαλ το 0, ωηιλε
Π

Β1Ο
χολλεχτσ αλλ τηε τερµσ ωιτη β1 οδδ. Μορε πρεχισελψ:

Β1Ε =
ν

β 2Βϕ(�1)β1 = 1
ο

Β1Ο =
ν

β 2Βϕ(�1)β1 = �1
ο

Λετ υσ φοχυσ ον µ εϖεν (τηε προοφ ισ θυιτε σιµιλαρ ιφ µ οδδ). Ασ ιν Λεµµα 1, ωε διστινγυιση

τηε χασεσ ωιτη σβ εϖεν ορ οδδ.

Χασε 1− σβ ισ εϖεν. Φροµ Λεµµα 1 ωε κνοω τηατ βοτη σβε ανδ σβΟ µυστ βε εϖεν.

Τηεν:

− Υσινγ (4 ανδ τηε φαχτ τηατ σβε ανδ σβΟ� β1 αρε βοτη εϖεν, τηε αδδενδα οφ (6) ωιτη β1

εϖεν ορ εθυαλ το 0 µαψ βε γρουπεδ ασ φολλοωσ:

Ξ

Β1Ε

µ!

β2!::βµ!

∀

υ(σβ)(ω(τ))

�

ω0(τ)

1!

�β1

+ υ(σβ)(σ(τ))

�

σ0(τ)

1!

�β1
# 

ω
00
(τ)

2!

!β2

:::

 

ω(µ)(τ)

µ!

!βµ

(7)

Σινχε, β1 ισ εϖεν ορ εθυαλ το 0 ανδ σβ εϖεν, τηε τερµ ιν σθυαρε βραχκετσ ισ νεγατιϖε. Τηε

προδυχτ τερµ ισ ποσιτιϖε τηανκσ το τηε εϖεννεσσ οφ σβε. Τηεν εαχη τερµ οφ τηε συµ ισ

νεγατιϖε.

− Υσινγ (4 ανδ τηε φαχτ τηατ σβε ισ εϖεν ανδ σβΟ� β1 ισ οδδ, τηε αδδενδα οφ (6) ωιτη β1

οδδ µαψ βε γρουπεδ ασ φολλοωσ

Ξ

Β1Ο

µ!

β2!::βµ!

∀

υ(σβ)(ω(τ))

�

ω0(τ)

1!

�β1

� υ(σβ)(σ(τ))

�

σ0(τ)

1!

�β1
# 

ω
00
(τ)

2!

!β2

:::

 

ω(µ)(τ)

µ!

!βµ

−Υσινγ τηε δεχισιϖε χονδιτιον ιι) ανδ σβ εϖεν ανδ (5) τηε τερµ ιν σθυαρε βραχκετσ ισ νεγατιϖε.

Τηε προδυχτ τερµ ισ ποσιτιϖε τηανκσ το τηε εϖεννεσσ οφ σβε. Τηεν, εαχη τερµ οφ τηε συµ ισ

νεγατιϖε.
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Χασε 2− σβ ισ οδδ. Φροµ Λεµµα 1 ωε κνοω τηατ σβε µυστ βε οδδ ανδ σβΟ µυστ βε

εϖεν. Τηεν:

− Τηε αδδενδα οφ (6) ωιτη β1 εϖεν ορ εθυαλ το 0, υσινγ (4 ανδ γιϖεν τηατ σβε ισ οδδ ανδ

σβΟ � β1 ρεµαινσ εϖεν, µαψ βε γρουπεδ ασ φολλοωσ:

Ξ

Β1Ε

µ!

β2!::βµ!

∀

υ(σβ)(σ(τ))

�

σ0(τ)

1!

�β1

� υ(σβ)(ω(τ))

�

ω0(τ)

1!

�β1
# 

ω
00
(τ)

2!

!β2

:::

 

ω(µ)(τ)

µ!

!βµ

Φροµ ιι) ανδ τηε οδδνεσσ οφ σβ ανδ (5) ιτ φολλοωσ τηατ τηε τερµ ιν σθυαρε βραχκετσ ισ ποσιτιϖε.

Τηε προδυχτ τερµ ισ νεγατιϖε βεχαυσε σβε ισ οδδ

− Τηε αδδενδα οφ (6) ωιτη β1 οδδ, υσινγ (4 ανδ γιϖεν τηατ σβε ισ οδδ ανδ σβΟ � β1 ισ

οδδ, µαψ βε γρουπεδ ασ φολλοωσ:

Ξ

Β1Ο

µ!

β2!::βµ!

∀

υ(σβ)(ω(τ))

�

ω0(τ)

1!

�β1

+ υ(σβ)(σ(τ))

�

σ0(τ)

1!

�β1
# 

ω
00
(τ)

2!

!β2

:::

 

ω(µ)(τ)

µ!

!βµ

(8)

Φροµ τηε οδδνεσσ οφ σβ ιτ φολλοωσ τηατ τηε τερµ ιν σθυαρε βραχκετσ ισ ποσιτιϖε. Τηε προδυχτ

τερµ ισ νεγατιϖε βεχαυσε σβε ισ οδδ.

Τηε τηεορεµ βρινγσ χονδιτιονσ τηατ αρε υσεφυλ ιν α ϖαριετψ οφ χοντεξτσ. Φορ ινστανχε

συπποσε τηατ ωε αρε ιντερεστεδ ιν ποϖερτψ ρελατιονσ ◊ λα Φοστερ−Σηορροχκσ (1988). Τηεορεµ

1 γιϖεσ υσ χονδιτιονσ τηατ αρε συ′χιεντ το πρεσερϖε ηεαδ−χουντ ρατιο ανδ ποϖερτψ γαπ δοµ−

ινανχε. Ωηιλε τηεσε ορδερινγσ αρε συ′χιεντ ιν α νυµβερ οφ αππλιχατιονσ, ιτ µαψ δεσιραβλε ορ

νεχεσσαρψ το γο βεψονδ ανδ χονσιδερ τηε χασε οφ θυασι−ορδερινγσ ωηερε τηε ποϖερτψ γαπ ισ

ραισεδ το ποωερ τωο, τηρεε ανδ σο ον. Τηε χλασσ οφ σηαρινγ φυνχτιονσ σηουλδ ηαϖε δεριϖατιϖεσ

ωηιχη αλτερνατιϖε ιν σιγν υπ το τηε δεσιρεδ ορδερ ανδ ιν αδδιτιον ωε ηαϖε το βε ιν τηε

χοµπενσατιον χασε.

4 Χονχλυσιϖε ρεµαρκσ

Τηισ παπερ ινϖεστιγατεσ τηε πρεσερϖατιον οφ στοχηαστιχ δοµινανχε οφ ανψ �νιτε ορδερ µ, ωηεν

εαχη ελεµεντ οφ τηε χοµπαρεδ ινχοµε διστριβυτιονσ ισ δισαγγρεγατεδ ιντο σοµε συβ−ελεµεντσ
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αχχορδινγ το α ωελλ−δε�νεδ σηαρινγ ρυλε. Ωε πρεσεντ ουρ ρεσυλτσ ιν τηε σιµπλεστ χον�γυρατιον

ωηερε ινχοµε δισαγγρεγατιον αρισεσ ωηεν ελεµενταρψ υνιτσ (ασ ινδιϖιδυαλ ινχοµε ρεχιπιεντσ)

αρε γατηερεδ ιν συβσετσ (λετ υσ σαψ φαµιλιεσ) τηατ γενερατε α λεσσ �νε παρτιτιον οφ τηε ινιτιαλ

σετ. Ουρ αιµ ισ το χηαραχτεριζε τηε χλασσ οφ σηαρινγ ρυλεσ τηατ αλλοω το χονϖεψ δοµινανχε

ρελατιονσ εσταβλισηεδ ατ τηε ηουσεηολδ λεϖελ το τηε ινδιϖιδυαλ ονε. Αλβειτ ωε ηαϖε χηοσεν τηε

χασε οφ ηουσεηολδσ ϖερσυσ ινδιϖιδυαλσ το ιλλυστρατε τηε ρεσυλτσ οφ τηισ παπερ, τηε µοδελ ηασ

σεϖεραλ αππλιχατιονσ ιν δι⁄ερεντ �ελδσ: α σιµπλε εξαµπλε ισ τηατ οφ α γεογραπηιχαλ παρτιτιον

ωιτη σεϖεραλ φεδεραλ Στατεσ. Ισ ιτ ποσσιβλε το ινφερ σοµετηινγ αβουτ ινεθυαλιτψ αµονγ ρεγιονσ

βελονγινγ το δι⁄ερεντ Στατεσ, ϕυστ κνοωινγ τηε ινεθυαλιτψ αµονγ Στατεσ ανδ τηε σηαρινγ ρυλε

ωιτηιν εαχη Στατε? Τηισ παπερ προϖιδεσ υσεφυλ ανσωερσ φορ τηισ τψπε οφ προβλεµσ. Ωε αλσο

ιλλυστρατε φυρτηερ αππλιχατιονσ ιν τερµσ οφ ινδιϖιδυαλ δεχισιον−µακινγ υνδερ ρισκ ανδ τιµε.

Τηε γενεραλ τηεορεµ τηατ ωε αρε αβλε το προϖε σηοωσ τηατ τωο χονδιτιονσ µυστ βε

ρεσπεχτεδ βψ τηε υνιφορµ σηαρινγ φυνχτιον φορ στοχηαστιχ δοµινανχε στατεµεντσ βεινγ πρε−

σερϖεδ. Τηε σηαρινγ φυνχτιον µυστ ηαϖε δεριϖατιϖεσ οφ τηε σαµε σιγν ασ τηε υτιλιτψ φυνχτιον

χηαραχτεριζινγ τηε στοχηαστιχ ορδερ οφ ιντερεστ. Τηισ χονδιτιον γενεραλιζεσ τηε χονδιτιον

οβταινεδ πρεϖιουσλψ βψ Πελυσο ανδ Τραννοψ (2007). Βυτ τηε ιµπορταντ µεσσαγε ηερε ισ

τηατ τηισ χονδιτιον ισ νοτ συ′χιεντ το γυαραντεε τηε πρεσερϖατιον οφ ηιγηερ ορδερ στοχηαστιχ

δοµινανχε. Α µορε συβτλε χονδιτιον ηασ το βε αδδεδ: τηε ηουσεηολδ ηασ το φολλοω α χοµ−

πενσατινγ ρυλε τοωαρδσ ωιτηιν−ηουσεηολδ ινεθυαλιτψ: γιϖεν αν υνεθυαλ ινιτιαλ ενδοωµεντ οφ

ρεσουρχεσ ωιτηιν τηε γρουπ, αδδιτιοναλ ινχοµεσ ηασ το βε σηαρεδ ιν φαϖουρ οφ τηε δισαδϖαν−

ταγεδ ινδιϖιδυαλ ανδ τηισ χοµπενσατινγ αττιτυδε ηασ το βε λεσσ ανδ λεσσ στρονγ ιν µαργιναλ

τερµσ ωηεν ηουσεηολδ ινχοµε ινχρεασε.

Α µατηεµατιχαλ εξτενσιον χουλδ βε το στυδψ ωηατ ισ γοινγ ον αβουτ τηε πρεσερϖατιον

προπερτψ ωηεν τηε µ ορδερ οφ στοχηαστιχ δοµινανχε γοεσ το ιν�νιτψ. Ιν τηατ χασε, τηε

υνδερλψινγ χλασσ οφ υτιλιτψ φυνχτιονσ χορρεσπονδσ το τηε ∀µιξεδ ρισκ αϖερσε∀ χλασσ στυδιεδ ιν

εχονοµιχσ βψ Φισβυρν ανδ Ωιλλιγ (1984) ανδ Χαβαλλ ανδ Ποµανσκψ (1996). Αδρεσσινγ τηισ
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προβλεµ ρεπρεσεντσ αν αϖενυε φορ φυρτηερ ρεσεαρχη.
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